DEMONSTRATION DE L"ABSENCE DE CYCLES D'UNE CERTAINE FORME
POUR LE PROBLEME DE SYRACUSE

Introduction: En utilisant un résultat de la théorie des nombres
transcendants sur l1’approximation de log 3-1log & par des
rationnels, et l’ordinateur, on peut montrer de fagon é&élémentaire
que peour la fonction suivante, associée au probléme de Syracuse:

I‘a: n— (3n+¥ld)-2 si n est impair

n-Z si n est pair

E
il n'existe pas de cycle u_<N - U - U - ... — u =u
[} 1 2 m+m L]

constitué de m itérations de n— (3n+13.-2 puls de m' divisions

par 2 Cm,m'eﬂ‘l*D. autre que le cycle 1 - 2= 1 Cm=m’ =uo=1),

Supposons que l'on ait un cycle comme ci-dessus, en

1]

généralisant momentanément le probléme A tout nombre impair azZ3 en

remplacement de 32 dans les expressions précédentes. On trouve
alors
3 il 1 ay™ :
- i = ™" -
T = [é—] EEL e = [[5] i ] = U, 1)
donc . '
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et d’autre part

_ 1 am - 2™
uo = a—-c m+m” m il
= - a
=» a"‘”“'— a” > o
F log a
» ' L Nea o

done finalement
o < m+m’ lo_g a 1 1
m lTog 2 Ca-2du_Iog 2 m
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et
5oL log a 5
m+m’ = 1 + E!(Tsa-—a—m) si u>1 ou a>3.
On dédult aussi de 1)
(Ca-2d>u +1)am = (am‘Ca—E)u +1)2m
o o
avec a™ impair donc 2" diwvise Ca—a)uo+1 3D

i maintenant on revient au cas particulier de Syracuse a=3,

on en deéedult

u =2 -1 C4)d
o
D*apreés (W1, la théorie des nombres transcendants donne
leg 2 _ p -1 - #*2
e = 5 > g pour gz2z2, (p,gd<sN 7,
donec d'apreés (2D
AT m+m’ = log 3 1 1
. m log 2 uolog £ m

donc  u_ < m'*slog 2 . et finalement, d’aprés C4>:
21 < m'*1og 2 d=))

ce gui impose m = 91 Cpour m=92, (8) est fausse, et par
récurrence (5D est alors fausse pour mZ92). Il ne reste plus qu’a
vérifier gue pour m=2, 3, ..., 91 ; les seules wvaleurs

possibles de u vérifient:

m

3 - B

NTN+m

= - 3

™m

= N avee m’=1 —-m+E[
m

ce qui a &té fait sur ordinateur.
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